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Measurement Errors and Statistics 
 
 

Abstract 
 

 

In this lecture we illustrate several measurement errors issues and their 

statistical analyses arisen in Government Statistics, Econometrics and Financial 

Econometrics. We argue that there are some common structures and methods in many 

statistical problems and it shall be beneficial for many statisticians to think the roles of 

measurement errors and their statistical analyses in the ara of Big-Data. 
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要約

経済時系列において生じる計測誤差についての最近の話題をきっかけに、経済に関連す
る経済統計、計量経済、計量ファイナンス、など統計科学、応用統計の研究分野における
「計測誤差の統計的処理」の問題を振り返る。これまでに提案されている計測誤差の統計学
的分析から浮上する「計測誤差と統計学」についての一般的な論点を議論し、「Big-Data
（ビッグデータ）」や「統計学の重要性」が話題となっている時代において今後の統計学、
統計科学の方向性を展望する。

鍵言葉

四半期別GDP速報, 季節調整, 計測誤差, 統計的関係と構造方程式, 確率過程モデルとマ
イクロ・マーケットノイズ, ビッグ・データ (Big-Data), 計測誤差と統計学, 統計学・統
計科学の将来

1 はじめに

2013年 3月 8日内閣府が公表した四半期別GDP速報 (2次速報値)により 2012年 10
月-12月の四半期、実質、季節調整済 GDPは１次速報値 (年率換算成長率)-0.4より 0.2
に改訂された。約 1ヶ月前に 2012年 10月-12月の実質GDP成長率は-0.4と発表、「しか
し実は成長率は 0.2であった」という意味である。
「光よりも速い物理現象が観測された」というマスメディアによる報道がしばらく前

に波紋を投げかけたが、後でよく調べてみると「観測機器に問題があり事実ではなかっ
た」ようである。GDPなど日本の政府が定期的に公表しているマクロ経済時系列は物理
現象の観測結果とは異なり「経済時系列の統計学」の検討対象である。

本稿ではこうした「経済時系列における計測誤差」をはじめとして、これまでに筆者が経
験した経済に関連する政府統計・経済統計 (economic statistics)、計量経済 (econometrics)、
計量ファイナンス (financial econometrics)、などの統計科学・応用統計の研究分野にお

∗日本統計学会・会長講演案 (2013-9-12). 元の原稿に対する赤司健太郎氏と加藤賢悟氏からのコメント
に感謝する。

†東京大学経済学研究科教授 (〒 113-0033 東京都文京区本郷 7-3-1, kunitomo@e.u-tokyo.ac.jp)
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ける「計測誤差の統計的処理」の取り扱い、について振り返ってみる。そしてこれまで
行われてきた幾つかの計測誤差が関わる統計学的分析を通じて、「計測誤差と統計学」に
ついてのより一般的な論点を考察するとともに今後の統計学の方向性を展望する。

2 政府公表系列と計測誤差

最近では日本の主要なマクロ経済指標は 2008年のリーマン・ショックや 2011年の東日
本大震災などに大きな影響を受け、時系列データの公表値にもとづく景気判断や、経済
の将来見通しを立てることが以前より困難となっている。例えばエコノミストが注目し
ている国内総生産 (GDP)の政府公表系列では、2012年 10～12月期の実質GDP成長率
（季節調整済み年率換算）の１次速報値はマイナス 0.4％であったが、１カ月後に公表の
改定値（２次速報値）は一転してプラスの 0.2％に上方修正された。さらに 2013年 9月
9日に公表されたＧＤＰ成長率（季節調整済み年率換算）の改訂値は 2.6％から 3.8％に
上方修正されている。こうした四半期 GDPは１次速報値から約１カ月後に数値が改定
されて２次速報値となり、さらにかなり後に確報値が公表される。近年の経験では１次
速報値、２次速報値、確報値の間のギャップが無視できないことがある。そうした背景と
しては、政府統計を必要とする側からは早期に経済の状態を理解したいという要請があ
り、他方でGDPのような一国全体の経済状態についての詳細なデータに基づき正確な数
値を得るにはかなりの手間・予算・時間がかかることから、これまで二つの要請のある
妥協点として公表スケジュールが運営されていることを挙げることができる。GDPはマ
クロ経済における消費や投資をはじめとする様々な経済活動の集計値であり、例えば１
次速報の作成段階では法人企業統計（財務省）の最新値は未集計のため、民間設備投資
や在庫投資という変動が激しい数字を予測する必要がある。実際に 2012年 10～12月の
実質GDPの公表値では１次速報で民間設備投資がマイナス 2.6％となったが、１カ月後
の２次速報ではマイナス 1.5％と上方に修正されているのである。
現代的な統計学からはこうした政府が発表している時系列データをどう見たらよいだ

ろうか？この状況は、「ある時点での真の値」について観測誤差が存在するので、実際に
観測される「観測値」から、統計的にどのように「真の値」を推定するかという問題と解
釈できる。１次速報と２次速報の相違は、それぞれの時点で利用可能な統計情報、基礎と
なるデータが同一ではないために推定誤差により生じる。ここで経済時系列データは初等
統計学で学ぶような、それぞれが「ある母集団から互いに独立に得られる標本 (sample)」
と見なせる統計データとは異なり、時間の経過とともに時系列がとる経路、その経路上
での変化分そのものが重要である1。さらにマクロ経済の循環的変動や季節的変動まで考
慮するとより複雑化し、ある時点での真の状態は「マクロ経済のトレンド・循環成分」、
「季節変動成分」、「土曜・日曜など曜日数の変動成分」、などの構成要素の合成であり、
実際の観測値には「不規則成分（あるいは計測誤差）」も加わると考えられる。これらの
変動成分を統計学では「状態変数」(state variables)と呼ぶことが一般的である。観測さ
れる時系列データから状態変数の値を推定することは統計学の古典的な問題と比較する
とかなり困難である。幸いにも近年の統計学、統計科学の進歩は目覚ましく、以前に比
べると科学的に解決できることも少なくない。

1互いに独立な確率変数列の実現値とみなすことはできない.。
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<図 1(GDP原系列)を挿入>

ＧＤＰ速報では前期比から年率換算の成長率の動向に関心が集まる。図 1に最近の８年
間の四半期GDPの原系列を示しておくが、こうした数値より統計的な変換を行い、マス
メディアを通じて内閣府が公表し、政府の経済の見通しや将来を見据えて経済政策の基
礎としているのである。図から明らかなように原系列は１年間の中でもギクシャクと上
下に変動している。そこで３カ月間の各基礎データからある変換を施して季節調整値の
系列を作成し、その時系列より前期からの成長率をほぼ４倍した数値が公表されている。
ここでエコノミストや政府関係者にとってのもっとも重要な情報は、１年を周期とする
季節的変動や、非常に短期的・偶然的に発生する不規則変動ではなく、観測する経済の
トレンドと循環変動である。そこで季節変動成分を取り除くために原系列データに対し
て、複雑な統計的操作である季節調整を行い、年率換算の変化率を推定しているのであ
る。ここで年始の小売店の営業形態や夏期休業期間の時間的変化など、経済をとりまく
環境変化とともに変化する季節性も処理する必要もある。ところが、新聞などで報じら
れる年率換算値は３カ月間の瞬間的ＧＤＰ増加率のほぼ４倍であって、実は「それまで
１年間の実現値」でも「今後１年間の予測値」でもないことには注意が必要である2。統
計学から見ると、この年率換算値には直近の不規則成分・観測誤差（いわば「ノイズ」）
の影響や状態変数の推定誤差の影響を非常に強く受けていると考えられる。
ここで取りあげた例を単純化して説明しよう。ある時点での観測系列 Yi (i = 1, · · · , n)、

真の状態変数 ξi (i = 1, · · · , n)、観測誤差 Ui (i = 1, · · · , n)として

Yi = ξi + Ui (i = 1, · · · , n)(1)

と表現する。真の状態はトレンド・循環成分TCi (i = 1, · · · , n)（さらにTCi = Ti+Ci、ト
レンド成分Tiと循環成分Ciに分解することも良く行われる）、季節成分Si (i = 1, · · · , N)
すると、加法成分モデルは

ξi = TCi + Si (i = 1, · · · , n)(2)

となる。
さて経済時系列の統計学の展開は初等的な移動平均法（過去と将来の数期分の平均を

取る）から始まり、1950年ごろより様々な統計的手法や統計的モデルが開発されてきた。
季節調整法としては 60年代に米国センサス局が開発した「X-11」、それを 90年代に改良
した「X-12-ARIMA」という手法が今でも重要な役割を果たしているが、実はいずれも
統計学者からの評価は高くはない。多くの政府統計で用いられる X-11や X-12-ARIMA
などのプログラムのほかにも、統計数理研究所の北川源四郎氏が開発した「時系列成分分
解法 (DECOMP)」なども知られている3。DECOMPモデルではトレンド成分の d次階
差ΔdTi = UT i(平均 0,分散 σ2

T の正規分布)、季節成分 (s ≥ 2) Si+ · · ·+Si−s+1 = USi(平
均 0,分散 σ2

S の正規分布) が互いに独立な確率変数列により発生し、

ΔdTi = UT i ∼ N(0, σ2
T ) , Si + · · · + Si−s+1 = USi ∼ N(0, σ2

S)(3)

と書けることが仮定される。(ここでΔ = 1−L,LYi = Yi−1,ΔYi = Yi− Yi−1 である。)
このDECOMPモデルは単純で明快な統計的構造を持つので、状態空間表現 (state space

2年率換算値を巡る問題点および改善可能性については国友・佐藤 (2010)を参照。
3例えば北川 (2005)を参照。
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representation)を利用した最適フィルタリング (Kalmanフィルターリング)により推定
した季節調整値の解釈、その是非の判断も比較的容易である。一方、X-12-ARIMAは初
等的な移動平均法をベースとしつつも、その内部で様々な統計的モデルを多用している。
古典的な移動平均法に基づく「X-12-ARIMAによる原時系列データの変換」の詳細な中
身を明快に理解することは難しいが、DECOMPモデルによる四半期データの季節成分推
定において d = 2, s = 4, Ci = 0 (i = 1, · · · , n)と設定すると、しばしばX-12-ARIMAに
よる季節調整値と極めて類似した結果が得られることには重要な意味がある (国友 (2006,
2013b))。季節階差操作Δs = 1−Ls,LsYi = Yi−s,ΔsYi = Yi− Yi−s として、階差・季節
階差を原系列に作用すると時系列

Xi = ΔΔsYi = Yi − Yi−1 − Yi−s + Yi−s−1(4)

がある定常移動平均過程 (stationary moving average process) にしたがうことがわかる。
このことから季節調整法として日本の政府統計において現在なおよく利用されているX-
12-ARIMAは、トレンド・循環変動、季節変動、不規則変動について簡単な成分分解で
得られる計算を、わざわざ複雑な計算過程として経験的に（長年の知恵とカンにより）実
行していると解釈できるのである。
ここで言及した統計的時系列分析の観点より政府統計を分析した経済時系列に関するい

くつかの新しい知見については国友 (2004,2006),国友・高岡 (2010),国友・佐藤 (2010,2011),
国友・川崎 (2010)などが説明している。近年ではリーマンショックや東日本大震災など
大きな経済変動の統計的モデリングなどを含め、さらなる今後の検討課題も少なくない。
特に政府統計の実務にも幾つかの重要な論点があることを国友 (2013a,b) は説明してい
るが、ここでは統計学に関わる日本の政府統計の課題を指摘しておく。政府統計におけ
る季節調整値の利用においては「最適な季節調整」と「結果の頑健性（あるいは安定性）」
という異なる要請がある。「良い季節調整」の基準が明確でないので、政府統計の担当者
にとっては「正しい処理を定義することが容易でない」という意味で、対応が困難な問
題であり「安定性」に偏りかねない。例えば役所における人事異動の結果、担当者が季
節調整法の重要性を十分に理解できないまま、十分な引き継ぎが行われずに様々な問題
が棚上げされる可能性などもありそうである4。近年の日本のように成長率がゼロ付近に
ある場合には、成長率が高かった時代に比べると、時系列成分の計測方法の微妙な扱い
により、公表値が過去に遡って改定される可能性があり、統計学的に適切な処理をする
必要性がさらに高まっている。国民への情報開示、判断材料の提供、政策の基礎となる
政府統計の質の保証に関わることから、現代的な統計学の知識を基礎とした適切な処理
を施すため、統計家を交えた努力が以前にも増して重要なのである。

3 統計的関係・構造方程式と計測誤差

統計学や経済学では (広い意味で解釈される計測誤差・観測誤差 (Measurement Errors)
の重要性について古くから考察されている。観測誤差 (Measurement Error)モデルに関
する統計的モデルの議論は最小二乗法ほどは古くないが、少なくとも Adcock (1878)の
研究まで溯ることができる。この問題は線形関数関係 (linear functional relationship)モ

4ここでの説明は政府統計に対する批判でないことを改めて言及しておく。日本の政府統計の担当者は限
られた人員、予算、時間的制約の中でかなりの成果を上げていることは確かである。
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デル、ある線形構造関係 (linear structural relationshipモデル, などの区別されること
があるが、前者は固定母数型モデル、後者は変量型モデルを意味する。経済学の文脈で
はノーベル経済学者M. Friedman (1958)の消費関数に関する恒常所得仮設 (Permanent
Income Hypothesis)が著名であるが、統計的モデルに翻訳すると計測誤差モデルと同一
である。統計的多変量解析分野において linear functional relationship(線形関数関係)モ
デルと linear structural relationship(線形構造関係)モデルについてはAnderson(1984)が
包括的に議論している。

<図 2(直交回帰)を挿入>

Adcock (1878)
日本の大学で学ぶ統計学では線形回帰モデルや最小二乗法が定番の内容として定着してい
る。二次元の変数 (Xi, Yi) , i = 1, · · · , nについての観測値ベクトル (xi, yi) , i = 1, · · · , n
が与えられたとき被説明変数 Yiを説明変数Xi の線形関係で説明するのが線形回帰モデ
ルであるが、二つの変数の役割では説明する変数と説明される変数の区別がある。二つ
の変数が説明変数、被説明変数の区別がなくどちらにも測定誤差が存在するとき、確率
変数X の期待値 ξと Y の期待値 ηの間に線形関係 η = α+ βξ が存在し、それぞれに継
続誤差が加わり観測ベクトル (xi, yi)が得られる状況を考えよう。このときの推定問題を
Adcock (1978)は考察している。ここではAdcock (1978)をやや現代風に解釈すると、確
率変数X と Y が分散一定 σ2で互いに独立に二次元正規分布の標本として得られるとす
る。このとき尤度関数は

L(α, β, σ2) =
1

(2πσ2)n
exp{− 1

2σ2

n∑
i=1

[(xi − ξi)2 + (yi − α− βξi)2]}(5)

で与えられる5。この尤度関数の最大化は損失関数

L2 =
n∑
i=1

[(xi − ξi)2 + (yi − α− βξi)2](6)

の最小化問題であるので２次元平面上での点 (xi, yi)から点 (ξi, ηi)への距離の二乗和の
最小化となるので直交回帰 (orthogonal regression)問題とも呼ばれているが、視覚的に
は図 2で示すような「真の直線」の推定問題である。母数 ξiについて最適化すると損失
関数は

L3 =
∑n
i=1[(yi − α− βxi)2]

1 + β2
(7)

で与えられるので一般化最小二乗 (generalized least squares, GLS)問題とも解釈できる。
この問題を n次元ユークリッド幾何的に考察すると興味深い解釈が得られるが、Adcock
(1978)の導出から後に数多くの統計家が「互いに独立に解を発見」している。
ここで母数 αについて (7)を最小化すると

L4 =

(1,−β)
n∑
i=1

(
yi − ȳ

xi − x̄

)
(yi − ȳ, xi − x̄)

(
1
−β

)

(1,−β)

(
1
−β

)(8)

5ここで ξi は母数と考えたので関数関係 (functional relationship) モデルを扱っている。ξi を確率変数
とするのは構造関係 (structural relationship))モデルである。
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の最小化問題となる。したがって標本二次積率行列を

S =
1

n− 1

n∑
i=1

(
yi − ȳ

xi − x̄

)
(yi − ȳ, xi − x̄)(9)

とすると、固有方程式
[S− λI2]b = 0(10)

を満足する最小固有値 λ1および最小固有値に対応する固有ベクトル b = (1,−b2)′ を求
める問題に一致する。

Friedman (1956)
統計学の業績もある経済学者であるMilton Friedmanは米国における個人の膨大な消費
データとマクロ消費動向データを整合的に説明できる恒常消費仮説 (permanent income
hypothesis)により消費-所得に関する計量経済モデルを用いて説明した。観測される所
得 Y, 観測される消費C そのものではなく、消費者にとっての所得-消費の関係は恒常所
得 Yp, 恒常消費Cp について比例関係

Cp = kYp (kは一定の定数)(11)

が成立すると考える。観測される所得には一時的所得 Yt, 観察される消費C には一時的
消費Ctが加えられていると見ると、個人の消費行動と集計されたマクロ時系列の変動を
説明できることを Firedmanは主張したのである。ここで一時的所得を所得の観測ノイ
ズ、一時的消費を消費の観測ノイズとみると

Y = Yp + Yt , C = Cp +Ct , Cp = kYp(12)

となるので、経済学者に間で良く知られているFriedmanの恒常所得仮説は統計学におけ
る線形関数関係モデルそのものであることが分かる。なお Friedmanは実証分析では (し
ばしば一昔前の経済学者がそうであるように) 独自な統計的分析を展開している。

Anderson (1984)
統計学が関係する様々な分野に置いてしばしば別々に議論されていた線形関数関係 (linear
functional relationship)モデルおよび線形構造関係 (linear structural relationship)モデ
ルについて、統計的多変量解析の観点から Anderson (1984)は包括的な議論を展開して
いる。i (i = 1, · · · , n)について互いに独立な p次元の観測可能な確率ベクトルYi に対
して計測誤差ベクトルUi、Yiの期待値ベクトル ξi とすると

Yi = ξi + Ui (i = 1, · · · , n)(13)

と表そう。（ここで誤差の期待値ベクトル E[Ui] = 0, 分散共分散行列E[UiU
′
i] = Σuと

しておく。）ここで真のベクトルがm次元 (1 ≤ m < p)線形空間上にあるとすると p× q

行列B (q = p−m)、定ベクトル c(q × 1)により

B
′
ξi = c (i = 1, · · · , n)(14)

と表現される。Adcockのモデルは p = 2, q = 1,Yi = (Yi,Xi),B = (1,−β)′ , c = α とな
る場合である。ここでUiが互いに独立にNp(0,Σu)にしたがう確率変数、Σuが (正定
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符合行列の)未知母数とすると一般には母数 (B,Σu)を識別可能 (identifiable) ではない
ことに注意する6。このことより一般的状況で統計的推測を行うには何らかの条件を仮定
する必要があることが分かる。例えばAdcockモデル (5)ではΣu = σ2I2 としている。
一般に観測ベクトルから母数Bを推定する問題は線形関数関係モデルの一般化であるが、
正規分布を仮定した尤度関数から導かれる最尤推定量 (maximum likelihood estimator)
は固有方程式

[S− λIp]b = 0 ,S =
1

n− 1

n∑
i=1

(Yi − Ȳ)(Yi − Ȳ)
′

(15)

を満足する小さい方から q個の固有値に対応する固有ベクトル bi (i = 1, · · · , q) からな
る行列 B̂で与えられる。したがってここでは標本から計算される固有値問題の解が重要
な役割を演じている。推定される母数行列 B̂が線形関係を満足することから、Anderson
(1951)により導かれた縮小ランク次元 (reduced rank regression)問題の解としても得ら
れる。このように統計的多変量解析における線形関数関係の分析の一般化から主成分分析
(principal components)問題、因子分析 (factor analysis)問題、同時方程式 (simultaneous
equations)問題、などの議論を統一的に理解できることをAnderson (1976, 1984)は示し
ている。例えば行列Bの各列に直交する行列B⊥ (p×m)とすると、(13)式の左から正
則行列 Γ = (B,B⊥)

′
を掛けて再び整理すると

Yi = μ + Λνi + Ui (i = 1, · · · , n)(16)

と表現できる。ここで Λは p × m行列 (階数は m ≤ p)、ν i = B⊥′
ξi は m × 1ベクト

ル、μは定ベクトルである。ここで特に q = p− 1とするとm = 1となる 1因子モデル
(1-factor model)に対応するが、多因子モデルも同様に導ける。なお同論文によれば 1984
年の時点でも、ここでとりあげた固有値問題としての分析は時間を超え、様々な形で統
計学に関係する主要な「学術誌に独立に発表」されている。

なお統計理論家にとって興味深い変数誤差 (errors-in -variables) モデルに関する有限標
本における理論的結果としては、ここで導かれた推定方式はある損失関数の下で許容的
(admissible) 7となることが Anderson, Stein and Zaman (1985) により示されているこ
とである。また漸近的効率性に関する理論的結果としては、p = 2の場合について竹内
(1974)の 4章には様々な詳しい結果8が報告されているが、その後Bickel and Ritov (1987)
の研究がある。

構造方程式・多操作変数・弱操作変数・パネルモデル
次に Andesrson and Rubin (1949)などにより開発された9 構造方程式 (structural equa-
tion)モデルの統計的分析における比較的最近の話題に言及しておこう。Anderson (1984)
が明確化したように、構造方程式モデルは変数誤差 (errors-in-variables)モデル、観測誤
差 (measurement-errors)モデルを別の用語、別の記号で表現した統計モデルである。経
済分析ではしばしば多くの変数が観測されるが、経済の議論では多くの中で鍵となる変

6ここで母数ベクトル � が識別可能 (Identifiable)とは、観測データ数が仮に無限であれば観測データの
分布から母数を一意的に定めることが可能となることを意味する。

7このことは直交回帰推定を一様に改善することは可能ではないことを意味する。
8この書物は日本語で書かれているので残念ながらその後、あまり引用されていないようである。
9正確にはシカゴに存在していたコールズ委員会に属する研究者などが中心となり開発されたが、関係者

の中で T.C. Koopmans, T. Havelmo, L.R.Klein　などはノーベル経済学賞を受賞している。
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数間の関係、すなわち構造方程式の分析が重要となる。経済全体で決定される分析上で
鍵となる変数を内生変数、補助的な情報を提供する変数を外生変数、あるいは操作変数
と呼んでいる。計量経済学の歴史では経済学では基本的な考え方である市場により決定
される価格と (取引)数量が需要曲線と供給曲線という二つの構造方程式から決まるとき
の推定問題が 1940年頃に統計家により考察されたことが重要である。以来、統計的モデ
リングにおける推定問題と識別問題が議論され続けている。
ここで観測される p× 1内生変数ベクトル (endogenous variables) Yiの真の値 ξiが外

生変数 (exogenous variables, あるいは操作変数 instrumental variables) ベクトル Zi で
説明され、互いに独立な確率変数列の計測誤差をViとすると、

Yi = ξi(Zi) + Vi (i = 1, · · · , n)(17)

としよう。さらに内生変数ベクトルを (Y1i,Y
′
2i)

′ に分割し、内生変数ベクトルY2iに対
するG2 × 1係数ベクトル β2, 外生変数ベクトル Zi = (Z

′
1i,Z

′
2i)

′
を分割し、K1 × 1係数

ベクトル γ1, N(0, σ2)にしたがう誤差項 ui とするとき、線形構造方程式モデル

Y1i = β
′
2Y2i + γ

′
1Z1i + ui (i = 1, · · · , n)(18)

の推定問題を考えよう。(誤差項 uiの期待値 0,分散σ2とする。) G×1 (p = G2+1)ベクト
ルの内生変数Yi = (Y1i,Y

′
2i)

′
, K×1 (K = K1+K2)ベクトルの外生変数Zi = (Z

′
1i,Z

′
2i)

′

に関する誘導型 (reduced form)表現を

Yi = Π
′
Zi + Vi(19)

とする。ここで誤差項Viの期待値はゼロ・ベクトル, 共分散行列Ω、Π
′
は母数行列で

あって β = (1,−β
′
2)

′
とすると線形制約

β
′
Π

′
= (γ

′
1,0

′
)(20)

が導かれるので、構造方程式モデルの未知母数を識別するには一般には係数行列につい
て階数条件の考察が必要となる。計量経済学ではK × 1ベクトルの外生変数 Zi を操作
変数 (instrumental variables)と呼んでいる。古典的な価格-数量の市場均衡モデルでは
p = 2,Yi = (Pi, Qi)

′
(P とQは価格と数量) である。

ここでさらに誤差項に (多次元)正規性を仮定すると十分統計量は

Π̂ = (Z
′
Z)−1Z

′
Y , C = Y

′
(IG − PZ)Y(21)

となる。(ここで n× p行列Y = (y
′
i)(yiはYiの観測ベクトル), n×K行列 Z = (z

′
i)(zi

は Zi 観測ベクトル), n × n行列 PZ = Z(Z
′
Z)−1Z

′
は階数 K(¡n)の射影行列である。)

Anderson and Rubin (1949)が導いた係数行列の階数制約の下で得られる制限情報最尤
推定量 (limited information maximum likelihood estimator, 通称 LIML)は固有方程式

[G− λC]b = 0(22)

を満足する最小固有値 λ1 に対応する固有ベクトル b = (1,−b
′
2)

′
である。ここで p× p

標本行列
G = Y

′
(PZ −PZ1)Y(23)
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としたが、最尤推定量や尤度比統計量はこれら二次積率行列G,Cの関数であるから自然
な推定量としては二つの二次形式の関数 b = φ(G,C) が考えられる。特に λ = 0に設定
すると二段階最小二乗推定量が得られる。
こうした線形構造方程式モデルは経済学の計量分析では 1950年代から様々な形で利用

されてきているが、1980年頃にはT.W.Anderson, 竹内啓、佐和隆光、森棟公夫（および
末席として筆者）などにより標本分布論が展開されたことが興味深い。（この頃の研究成
果、例えばTakeuchi-Morimune(1985)の結果などについて森棟 (1985)が説明している。）
有限標本での統計的方法の最適性については明確な結果を得ることは一般には簡単では
ない。こうした中で既に引用した Anderson et. al (1985)と同一の結果が Chamberlain
(2007, Econometrica)により「独立に導かれている」ことも興味深いが、仮説検定につい
ての理論的結果としては尤度比検定の許容性に関するAnderson (2011)の結果が知られて
いる。さらに必ずしも十分統計量のみに依存するとは限らないよりノンパラメトリックな
方向への議論として一般化積率法 (GMM) 10やOwen (2001)による経験尤度法 (empirical
likelihood method)の応用などNon-parametricな統計的方法の応用が著しいが、計量経
済学 (Econometrics)における近年の議論の一端は Hayashi (2000)や国友 (2011)で知る
ことができる。
さらに 2000 年頃よりミクロ計量分析の応用上の観点より説明変数の数 K が多い場

合の多操作変数問題 many instruments、説明変数・操作変数の識別力が弱い場合の弱
操作変数問題 weak instruments に特に関心が持たれるようになっている。前者は操作
変数の数が多い場合を想定し, 操作変数の数K を標本数に依存させてKn、極限として
Kn/n→ c (0 ≤ c < 1, cは一定値) と言う状況を想定するものである。後者は誤差項の正
規性を仮定すると統計量Gがしたがう非心ウイッシャート分布の非心度が十分に大きく
ない場合を意味することが多い。
なお多操作変数問題については、0 < c < 1のときにも誤差項に正規分布を仮定しなくて
も一定の積率が存在するなど正則条件の下でKunitomo (1980)が初期の推定量の性質の研
究などを行っている。最近の研究としてはAnderson, Kunitomo and Matsushita (2010,
2011), Kunitomo (2012) は制限情報最尤法 (limited information maximum likelihood
method) がある種の最適性を持つことを示している。
関連する問題としては近年ではパネル・データの計量経済分析が極めて盛んであるこ

とにも言及しておく。近年ではパネルデータの整備とともに個人（あるいは企業や国・地
域など）i = 1, · · · , N に関する時間 t = 1, · · · , T におけるデータYit,Zitが利用可能であ
るとしよう。このとき個別効果 ηi,πi (i = 1, · · · , N)を含む線形構造方程式

Y1it = β
′
Y2it + γ

′
1Z1it + ηi + uit (i = 1, · · · , N ; t = 1, · · · , T )(24)

の推定問題が浮上する。ここで内生変数ベクトルYit = (Y1it,Y
′
2it)

′
, 外生変数ベクトル

Zit についての誘導型を
Yit = Π

′
Zit + πi + Vit(25)

とする。この定式化では多くの実際の状況に対応するように個人の数N が多ければ推定
すべき母数の数 ηi,πi (i = 1, · · · , N) も多くなるので古典的な統計的問題ではない攪乱母

10数理統計学では Godambe (1960)の研究に端を発する推定方程式 (estimating equation)論に対応する
が、計量経済学ではマクロ経済分析における経済時系列分析上での必要性から導入された Hansen (1982)の
GMMと呼ばれている。
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数 (Incidenral Parameters)が存在する統計的問題となる。ここでの統計的分析ではクロ
スセッション次元N と時系列次元 T の設定により様々な可能性が生じる。観測値ベクト
ル (Yit,Zit) が互いに独立な確率変数列とすることが妥当ならば、時間変数 tについて差
分をとった変数ΔYit = Yit−Yi,t−1, ΔZit = Zit−Zi,t−1 についての関係は母数 πiと独
立になるので階差操作 (difference)は有力な手段となる。しかしながら、実際の分析では
パネル構造方程式は説明変数 zitにラグ付き内生変数 yit−s (s ≥ 1)を含むなどと動学化
される。例えば説明変数 Zit = Yi,t−1 という動学パネルデータの場合には階差操作はあ
まり良くないことが知られている。こうした動的パネル構造方程式問題Dynamic Panel
Structural Equation においてAkashi and Kunitomo (2010, 2012)はデータに対する前向
き (後ろ向き)フィルターを利用したパネル制限情報最尤推定法 (PLIML) を提唱し、あ
る種の最適性があることを示している。動学パネルモデルでは観測できない個別効果 (一
種の観測誤差と見なせる) の処理が重要であり、時間についての階差操作の他にも

y(f)
it = ct

[
yit − 1

T − t
(yit+1 + · · · + yiT )

]
(26)

で定められる前向きファイルター (forward-filter, ただし c2t = (T − t)/(T − t + 1), t =
1, ..., T − 1, T ≥ 2) を利用する方法、あるいは操作変数に対して

z(b)
it−1 = bt

[
zit−1 − 1

t
(zit−2 + · · · + zi0 + zi(−1))

]
,(27)

で定められる後ろ向きファイルター (backward-filter,ただし b2t = t/(t+1), t = 1, ..., T−1)
などを利用することが有力な分析手段となっている。

計測誤差と変数誤差モデルの拡張
本節ではこれまでやや駆け足ではあるが線形構造方程式モデルに限定した展開を説明し
たが、近年では非線形構造方程式モデルや非線形パネル方程式モデルの利用も盛んに行
われるようになっている。パネル・データ問題ではクロスセクション次元での不均一性、
時系列次元での定常・非定常性、非構造、などを考慮すると様々な可能性があり、計量
経済分野においても活発に議論されている。
本稿の筆者により限られた範囲であるが視野をより統計学分野全般に広げると、米国統

計学会長を経験した著者による書物 Fuller (1987)は様々な応用上に重要な論点を議論し
ている11。その後、生物統計学における応用例を念頭にしたCarroll, Ruppert, Stefanski
and Crainiceanu (2006) が多くの非線形問題を議論しているが、生物統計学への応用で
は繰り返し観測が可能なことが現実的となる場合が少なくないようである。こうした状
況では誤差分布や誤差共分散Σu は識別可能 (identifiable)、推定可能である。このとき
線型モデルの場合には (13)式と (14)式の代わりに

Yij = ξi + μ + Uij (i = 1, · · · , n; j = 1, · · · , k)(28)

において、真のベクトルがm次元 (m < p)線形空間上にあり ξ
′
iB = c と表現されるが、

(14)式を拡張した非線形関数関係モデルが応用上での重要な展開につながっている。こ
の場合には例えば誤差項の分散共分散行列Σuは

Σ̂u =
1

k − 1

k∑
j=1

(Yij − Ȳi·)(Yij − Ȳi·)
′

(29)

11著者は統計学の応用分野、とりわけ生物統計学には詳しくないので部分的な言及となる。
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により推定可能となる。
さらに計量経済学の問題として特に誤差項の確率分布の識別に最低限必要な k = 2で

ξiが未知の確率分布Fξ にしばがう場合、Yij の確率分布から Fξが識別可能となること
が注目されている。この方向では Kotlarskiの補題による結果では、観測誤差と真の変
量について i.i.d.の仮定の下で (Yi1, Yi2)の同時特性関数 ψ(u1, u2)により ξiの特性関数
φξ(t)は

φξ(t) = exp

⎡
⎣∫ t

0

∂ψ(0,u2)
∂u1

ψ(0, u2)
du2

⎤
⎦(30)

により与えられることが重要である。Tong and Vuong (1998) による研究を一つの契機
としてノンパラメトリック推定が新たな展開を見せている。例えば Schennach (2004)に
よる非線形推定の研究と経済分析への応用などを挙げることができる。

共和分関係と多次元時系列
1980年代-1990年代における構造方程式モデルに関係して近年にもつながる話題としては
共和分 (co-integration)問題の展開が挙げられる12。共和分関係とは Engle and Granger
(1987) が導入した非定常系列における線形関数関係であるが、Jonhansen (1991)により
最尤法による統計的推測方法が検討されている。p次元内生変数Yiに対して説明変数ベ
クトル Ziとしてラグ付き変数Yi−j (j = 1, · · · , q)、係数行列Πj (j = 1, · · · , 1),Π∗とす
ると

Yi =
q∑
j=1

Π
′
jYi−j + Π∗′Z∗

i + Vi , i = 1, · · · , n(31)

となり、誘導型 (31)は多次元自己回帰型の離散時系列モデルとなる。（ここでViは iに
ついて互いに独立な確率変数列、Z∗

i は定数や季節ダミーなどを含む純粋な外生変数を想
定する。）さらに階差操作を何回か施し適当に定義された係数行列Bj を利用すると

ΔY i = B
′
1Y i−1 +

q∑
j=2

B
′
jΔY i−(j−1) + Π∗′Z∗

i + V i(32)

と表現できる。ここで時間の経過にともなう内生変数ベクトルの挙動は固有方程式

|λqIp −
q∑
j=1

λq−jΠj | = 0(33)

の根の位置により決定されるが、特に内生変数ベクトル間の関係は行列B1(およびΠ∗′)
の階数により定常性と非定常性の混合状態がある得ることが重要である13。ここで内生
変数 yiの線形和が定常構造を持つことと、

Xi = B
′
Yi(34)

が定常過程となるような p× q行列B(p > q ≥ 1)が存在する条件は表現 (32)における行
列B1の階数が退化する条件となるので、数学的には既に議論した構造方程式の制約条件
と同一である。したがってその統計学的な議論の基本構造を振り返って見るとAnderson

12日本では山本拓教授などの貢献がある。
13Engle and Granger (1987)によるが例えば国友 (2011)8章が説明している。
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(1951), Anderson (1984) で展開された (標本固有値問題の）研究の非定常過程への拡張
であることが分かる。したがって既に説明した Anderson (1984)が与えた視点より標本
から求められる固有ベクトルと固有値が鍵となることが理解できよう。
なお、ここでの議論を非線形時系列の扱いに拡張する試みが行われているが、なお大

方の統計家が合意できる統計的モデリングまでには至っていない。また２節で議論した
ように実際に観察される経済時系列はトレンド成分、循環成分、季節成分、不規則成分
などの合成と考えられる。多次元時系列の場合にはこれら構成成分の統計モデルは複雑
になる。他方、経済学者が政府統計で求められる季節調整済系列を分析することも少な
くないが、統計家と経済学者を同時に満足する統計的モデリングはなお未解決な問題と
して残されている。

4 確率過程モデルと計測誤差

近年では経済学と密接に関連するファイナンスと呼ばれる分野において連続時間の確
率過程モデルの利用が盛んである14。こうした動向は学問的問題の発展のみならず、ファ
イナンス実務に確率過程に関わる数理的議論が関係することが広く認識されるようになっ
たことが重要な要因となっている。こうした中では当然の研究動向として、実際に観察
される金融時系列データから連続確率過程モデルの妥当性を検証しようとする統計的分
析も盛んになっている。近年ではほとんどすべての金融取引データを入手することも可
能となり、高頻度金融データの分析も注目されるようになっている。

<図 3(高頻度金融データ・日経 225-Futures)を挿入>

より精密な観測データが得られると利用する確率過程モデルをより正確に知ることが可
能となることが一時期までの常識であったが、金融データでは実は必ずしもそうとは限
らないことが明らかになっている。こうした論点を理解することは重要と思われるが、こ
こでは確率過程モデルと計測誤差についてKunitomo and Sato (2008, 2012), Kunitomo
and Misaki (2013) などで取りあげた問題と結果を紹介しよう。ファイナンス計量分析で
は連続時間の p次元確率過程 ξ(t) (0 ≤ t ≤ T ) が連続時間のマルチンゲール過程

ξ(t) = ξ(0) +
∫ t

0
σ(s)dB(s)(35)

にしたがう場合の統計分析が統計的金融リスク管理への応用上の問題としても重要であ
る。ここで σ(s)はボラティリティ関数 (あるいは行列)、B(s)は q次元ブラウン運動、積
分は確率積分を意味する。連続時間のマルチンゲール過程は一種の数学的に理想化された
確率過程モデルであり、高頻度ファイナンス・データが利用可能になるにしたがって現実に
観察される高頻度金融データとは矛盾することが知られるようになっている。ここで実際
に市場で取引される (対数)価格ベクトルY(tni )が離散時間 (0 = tn0 < tn1 < · · · < tnn = T、
ここでは簡単に為に T = 1に固定する)に観測され

Y(tni ) = ξ(tni ) + U(tni ) (i = 1, · · · , n)(36)

14関連する文献は多岐に及ぶが例えば統計数理 (2009, 2011)の特集号がある。日本では吉田朋広教授のグ
ループの研究が顕著である。
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とする。ここでU(tni )は期待値 0,分散共分散 (一定)Σu で互いに独立な確率変数とする。
この計測誤差はファイナンス分野ではマイクロ・マーケット・ノイズと呼ばれ、直接に
は観測できない確率変数列であるので、計測誤差・観測誤差と見なすことができる。こ
こで観測誤差がなければ (すなわちU(tni ) = 0 (i = 1, · · · , n)であれば)、数学的な連続
時間モデルでは時間間隔が小さくなるにつれてモデル誤差は小さくなるので離散時間に
おける二乗変動和（実現ボラティリティ(realized volatility)と呼ばれている)は

RVn(0, 1) =
n∑
i=1

(Y(tni ) −Y(tni−1))(Y
′
(tni ) − Y

′
(tni−1))

′
(37)

は n→ ∞(T = 1に固定)のとき連続時間の量

< ξ, ξ >1=
∫ 1

0
σ(s)σ

′
(s)ds(38)

に収束することが確率過程論では知られている15。しかしながら実際の金融市場では経
済活動の性質から「連続時間の確率過程モデルがそのままでは成立しない」という事実
が重要である。例えば図３はある日の日経平均 225-Futuresの 1秒、10秒おきに観察さ
れる価格変動系列を示しておいた。連続時間のある時点での価格とはその時点までの直
近の時点での注文と需要と供給が一致した取引価格を意味することは、市場経済におけ
る取引の仕組みを理解すると当然の事であり、確率過程論で想定しているある確率過程
の実現系列と見なせるか否かは十分に検討すべき問題なのである。
さて特に p = q = 1とすると統計的な推定問題は市場での価格変動性を和分ボラティリ
ティ(Integrated Volatility)

IV =
∫ 1

0
σ2(s)ds(39)

を観測データから推定することである。観測データは高頻度金融データであるから T = 1
と設定し、固定された区間 [0, 1]上の細分数nが十分に大きいときの推定が問題である。こ
の問題についてはBarndorff-Nielsen, O., P. Hansen, A. Lunde and N. Shephard (2008)
の研究など幾つかの統計的方法が提唱されているが、個々ではKunitomo and Sato (2008,
2011) が提唱している Separating Information Maximum Likelihood (SIML) method を
取りあげてみる。n× pの観測行列Y = (Y (tni )

′
)に対して変換

Y∗
n =

√
nPnC−1

n

(
Y − Ȳ0

)
(40)

を考える。ただし初期条件 Ȳ0 = 1n ⊗ y
′
0,

Pn = (pjk) =

(√
2

n+ 1
2

cos
[

2π
2n + 1

(j − 1
2
)(k − 1

2
)
])

,(41)

Cn =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0 0
1 1 0 · · · 0
1 1 1 · · · 0
1 · · · 1 1 0
1 · · · 1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0 0
−1 1 0 · · · 0

0
. . . . . . · · · 0

0 · · · −1 1 0
0 · · · 0 −1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−1

(42)

15例えば長井 (1999)を参照。
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である。このとき Kunitomo and Sato (2008, 2011)はY∗ = (y∗′
k )の情報を利用した分

散共分散行列 (Integrated Variance-Covariance Matrix)

Σξ =
∫ 1

0
σ2(s)ds(43)

の分離情報最尤推定量 (separating information maximum likelihood estimator, 通称
SIML)をY∗

n = (y∗′
k )より

Σ̂ξ =
1
mn

mn∑
k=1

y∗
ky

∗′
k ,(44)

ノイズの分散共分散推定量を

Σ̂u =
1
mn

n∑
k=n−ln+1

a−1
k,ny

∗
ky

∗′
k ,(45)

とすることを提唱し、n→ ∞の時の漸近的性質を調べている。ここで

ak,n = 4n sin2
[
π

2

(
2k − 1
2n+ 1

)]
(k = 1, · · · , n) .(46)

である。さらに多次元観測値に対する真の確率過程における線形関係を推定する方法と
して、固有方程式 [

Σ̂ξ − λ Σ̂u
]
b = 0(47)

を満足する最小固有値λ1および最小固有値に対応する固有ベクトルbをKunitomo (2013)
が考察している。この方法は一定区間の中の観測数 nが大きい場合には漸近的に正当化
できるが、有限標本でも良い性質を持つことが期待できよう。
ここで導入した SIMS法については Sato and Kunitomo (2011)では離散観測される

Y (tni )に対して真の状態X(t)との非線形調整

Y (tni ) = h(ξ(tni ), Y (tni−1), U(tni )))(48)

を考察している。実際に金融市場で観察される価格の変動幅はティックサイズと呼ばれる
離散間隔であり、こうした定式化は整合的となる。また実際には取引はランダムに成立
すると考えるべきであり、その場合の SIML推定の性質についてMisaki and Kunitomo
(2013), Kunitomo and Misaki (2013) が調べているが、SIML法について今後、高頻度
金融データによる様々な応用が期待できよう。

5 計測誤差と統計学

本稿では経済統計、計量経済、計量ファイナンスという経済に関連する統計科学におけ
る３つの研究分野において、計測誤差の扱いから生じる重要な統計的分析について、筆
者の経験を元に幾つかの事例の議論を行った。ここで取りあげたそれぞれの話題につい
てはいずれも関連する研究は既に膨大な数にのぼるが、講演の性格や著者の能力の問題
もあり、本稿では個々の項目についての論点を網羅的に議論することせず、主観的な選
択であることに改めて言及しておく。
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本稿の主要な第一の論点は、一見すると全く別の研究分野における重要な課題につい
て検討した中からの議論を、統計学という観点から見直してみると、全く無関係に思え
るある分野の研究課題に対する分析が実はしばしば類似する別の分野の統計的分析と関
連してということである。ある問題の統計的解法が実は他の問題の解法に関わっている
ことの重要性が理解できるであろう。こうした論点は本稿で取りあげた３つの以外の研
究分野、例えば生物統計や教育統計においても重要であり、「計測誤差」あるいは「観測
誤差」を考慮することが重要であると想像するが、残念ながら筆者には十分な経験がな
いので、ここで例示することは差し控えたい。
第二に統計学の今日までの発展を振り返ると、統計学は古くから計測誤差、観測誤差

を明示的に導入することにより飛躍的に発展してきた、と云えることであろう。その意
味では現代的な統計学や統計科学では計測誤差の重要性を強調しておくことは全くのム
ダな作業では無いと思われる。かなり短い時間であるが本稿を準備する作業を通じて幾
つかの未解決の問題があることに気が付かされた。例えば政府統計では新しい季節調整
モデルの開発や年率GDP推計の作成上の問題点を指摘することは用意ではあるが、完
全な解決までの道のりは短くなさそうである。しかしながら２節で議論したように近年
になり展開されている統計的モデル分析、中でも統計的時系列解析、統計的多変量解析、
ノンパラメトリック解析、計算統計学、などの成果を利用することにより解決できる課
題も少なくないのである。また統計的関係や構造方程式についてでは弱操作変数問題や
多操作変数問題は完全な解決にはほど遠く、例えば統計的多変量解析における高次元問
題との関わりは現在の興味深い話題の一つである。計量ファイナンスの問題では数理ファ
イナンスにおける連続時間確率過程と計量ファイナンスにおける離散時間観測問題の関
連して様々な統計的課題が浮かび上がってくる。
他方、数学的に興味深い確率モデルに応用がある、あるいは応用があると信じて探す

ことに意味があるだろうか？筆者はこのような研究アプローチには比較的否定的である。
様々な研究分野では様々な事情より研究課題が登場してくるのであり、純粋な数理モデ
ルを機械的に当てはめることにより有益な成果を挙げた例はあまりないと思われる。む
しろ研究課題にとり重要な課題を解釈し、理解する中で既存の確率モデルを修正してい
く中で良い研究成果が挙がることが多い。「観察できる現実と理論の健全な対話」こそが
統計学における重要で生産的研究へのアプローチと考えられる。
最後になるが、最近になり日本のマスメディアでも「ビッグ・データ (Big-Data)」や

「ビジネスにおける最強の武器としての統計学」の話題がしばしば登場するようになって
いる。例えば経済・経営分野におけるマーケティングなどでのビッグ・データ (Big-Data)
の応用は一昔まででは考えられないレベルのデータが容易に処理できるようになったこ
となどが背景にある16。消費者に関する膨大なデータを利用してその中から「隠れた構
造」や「統計的関係」を見いだすには安定した構造とランダムな誤差、計測誤差を区別す
ることが重要であり、変数誤差モデル (errors-in-variables)の役割も重要と考えられる。
こうした状況では密度関数や条件付期待値・条件付き分散のノンパラメトリック推定や
セミ・パラメトリック推定などがより重要になると考えられる。さらに変数間の関係の
分析手段としてはこれまで応用上ではある種の定番であった被説明変数の期待値を説明
する線形回帰 (linear regression)分析よりも、むしろ被説明変数の分布・分位点を説明す

16例えば 2012年～2013年にかけて日本で発刊された幾つかのビジネス系の雑誌が特集を組んでいる。
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る分位点回帰 (quantile regression)分析がより適切な統計的方法となる可能性が高い17。
分位点回帰とは被説明変数 Y の期待値ではなく説明変数ベクトル ziを条件とした Y の
τ−分位点 (0 < τ < 1)をQτ (yi|zi)とすると

Qτ (yi|zi) = β(τ)
′
zi (i = 1, · · · , n)(49)

とする統計モデルである。ここで係数ベクトルβ(τ)
′
が分位点の水準に依存することが特

徴であり、推定量を求める統計計算では最小二乗法ではなく分位点に依存する損失関数

ρτ (u) = τu (u ≥ 0), ρτ (u) = (τ − 1)u (u < 0)(50)

に基づき解を求めるが、この解を線形計画法の解としても表現することが可能である。例
えば分位点回帰問題の経済における典型的な応用例としては賃金や所得を説明する要因
が所得水準により異なる場合の分析であり、こうした状況で変数誤差が存在する場合の
統計的方法についても例えば Chernozhukov and Hansen (2006)などの研究がデータへ
の応用と共に活発化しつつある。
ここで与えられたデータの中に「安定した統計的関係」が見いだせてこそ、データを

分析する者が通常は期待するであろうデータを発生させている現象の理解と共に、まだ
実現していない現象、あるいは人々の将来の行動の予測可能性がはじめて生じると考え
られる。大量のデータが利用可能となった現代においてこそ統計データの分析者が想定
している真の関係と (広い意味での)計測誤差・観測誤差を含む観測データの区別、計測
誤差の問題の統計的処理の重要性が高まっているのである。本稿の考察を通じて、こう
した現代においては、これまで以上に統計学・統計科学の有用性を発揮できることが確
信できれば幸いである。
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図１：GDP原系列(四半期)
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*data are supplied by Osaka Securities Exchange.

図3: Nikkei-225-Futures Prices


